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Racines carrées de matrices complexes : existence et calcul numérique

Dans ce probleme, on étudie I'existence de racines carrées d'une matrice
complexe, puis on introduit I'algorithme de Newton pour calculer numérique-
ment I'une de ces racines carrées, avec des considérations sur la convergence et
la stabilité de I'algorithme.

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. On note .#,(C) 'ensemble des ma-
trices carrées d’ordre n a coefficients complexes. La matrice identité de .4, (C)
est notée I,,. On appelle racine carrée de A € 4, (C) toute matrice X € .4, (C)
solution de I'équation X? = A.

On note C I'ensemble des nombres complexes non nuls qui ne sont pas des
nombres réels négatifs.

A. Quelques exemples

1) Montrer que la matrice A = I, admet une infinité de racines carrées (on
pourra utiliser la notion de symétrie). Lesquelles sont des polynémes

en A?
0 0 1
2) Montrer que A= [0 0 0| admet une infinité de racines carrées et
00O

qu’aucune d’entre elles n'est un polynome en A.
Dans la question suivante, A € .4, (R) est une matrice symétrique réelle qui est
définie positive, c’est-a-dire que ses valeurs propres sont strictement positives.

3) Montrer que A admet une unique racine carrée symétrique réelle définie
positive.
(On pourra montrer que deux racines carrées de ce type posseédent les
meémes valeurs et sous-espaces propres.)

B. Existence et calcul d’'une racine carrée
Dans cette partie A € .#,,(C) désigne une matrice inversible quelconque.

4) Soit T = (t;j)1<i,j<n €t U= (U; j)1<i j<n € M»(C) deux matrices com-
plexes triangulaires supérieures. On suppose que T est inversible. Mon-



5)

trer que 'équation U? = T est équivalente au systéme d’équations sui-
vant :

uZ =t (1<i<n)

j-1
(uj;+ uj,j)ul-,j =1ij— Z Ui k Uk, j (I<si<js<n).
k=i+1
Montrer que T étant donnée, on peut résoudre ce systeme en choisissant
une solution U telle que u;; + u; ; # 0 pour tous i, j € {1,2,...,n}. (On
pourra considérer les parties réelles et imaginaires des u; ;.)
En déduire que A admet une racine carrée. Si en outre, les valeurs propres

de A appartiennent 4 C, montrer que A admet une racine carrée dont les
valeurs propres sont de partie réelle strictement positive.

On admet qu'une telle racine carrée est unique et on la notera /A dans
toute la suite du probleme.

C. Algorithme de Newton

Pour tout A = (a;,j)1<i,j<n € #,(C) on pose

n n
TAN=1/>. > lai I
i=1j=1

et on admet que | - || définit une norme sur .4, (C). On note B(X, r) et B(X, 1) les
boules, respectivement ouverte et fermée, de centre X € .4, (C) et de rayon r.
Soit A et B deux matrices quelconques de .4, (C).

6)

Montrer que [|AB| < Al | B]|.

On note m4 le polynd6me minimal de A.

7)

8)

Montrer que la matrice m4(B) est inversible si et seulement si A et B
n’ont aucune valeur propre commune.

En déduire que s’il existe une matrice M € .4, (C) non nulle telle que
AM = MB, alors A et B ont au moins une valeur propre commune.

Réciproquement, si A et B ont au moins une valeur propre commune,
montrer qu’il existe une matrice M € .4, (C) non nulle telle que AM =
MB.

(On pourra considérer une matrice de la forme XY 7 o1 X et Y sont deux
matrices colonnes bien choisies).



Soit F : M, (C) — ,,(C) 'application définie par la formule F(X) = X? — A.

9) Montrer que la différentielle dFx de F en X € .#,(C) est donnée par
VHe #,C), dFx(H =XH+HX.

Déduire des deux questions précédentes une condition nécessaire et
suffisante pour que dFx soit inversible. Montrer que cette condition
implique que X est inversible.

Dans toute la suite du probleme, A désigne une matrice inversible de 4, (C) dont
les valeurs propres appartiennent a C. On pose X* = v/A (la matrice VA a été
définie a la question 5).

On définit, sous réserve d’existence, une suite (Xi) ey d'éléments de .4, (C)
par:
N) Xo € M, (C)
VkeN, Xpp =X —(dFx) H(F(Xp).

Dans les questions suivantes, on étudie I'existence et la convergence de la suite
(Xk) ken-

10) Montrer que dFx- est inversible et qu'il existe r > 0 tel que dFx soit
inversible pour tout X € B(X*, r).

Pour tout Y € B(X*,r) on pose G(Y) = Y — (dFy) }(F(Y)).
11) Calculer G(X™) et montrer que pour tout H € B(0, ),

G(X* + H) - G(X*) = (dFx++p) "' (H?)

(dFx++p) ™" = (Id + (dFx-) " odFy) " o (dFx+) .

12) En déduire qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout X de
B(X*,1), |G(X) - X*|| < C|| X — X*|?. (On pourra utiliser le résultat de la
question 6.)

13) Montrer qu’il existe p > 0 tel que pour tout X, € B(X™, p) la suite (Xi) xen
soit bien définie et vérifie, pour tout k e N,

2k
1Xe— X < @

Que peut-on en conclure ?



D. Forme équivalente

Dans cette partie, on étudie deux algorithmes équivalents a celui de Newton.
On rappelle que A désigne une matrice inversible de .#,,(C) dont les valeurs
propres appartiennent a C. Soit Uy et V, deux matrices de .4, (C). Sous réserve
d’existence, on note (Uy) ke la suite de matrices de ., (C) définie par

Uy e M, (C)
(D Ugs1 = Uy + Hy. ou Hy € M, (C) vérifie
UrHi + H Uy = A-U;, pour tout k=0

et (Vi) ren la suite de matrices de ., (C) définie par

(D) VO € '/%n ©
Vie1=3(Ve+V1A) pourtout k = 0.

14) Sila suite (X)ren est bien définie par (N) et Uy = Xy, montrer que la suite
(Ui ken est bien définie par (I) et égale a (Xi)ren- REciproquement si
la suite (Ug) ken est bien définie par (I) et Xy = Uy, montrer que la suite
(X%) ken est bien définie par (N) et égale a (Uy) ken-

On suppose dorénavant ces conditions vérifiées.

15) On suppose que Uy =V commute avec A. Montrer que la suite (Vi) gen
est bien définie par (II) et que pour tout k € N, Uy = V. commute avec A.
(On pourra d’abord montrer que U est inversible pour tout k € N et
considérer la matrice Gy = (U, ' A— Ug).)

On rappelle qu'une matrice symétrique réelle est définie positive si ses valeurs
propres sont strictement positives, et qu'une telle matrice admet une unique
racine carrée définie positive (question 3).

Dans la suite du probleme, A désigne une matrice symétrique réelle définie positive.

On considere la suite (Vi) ren définie par la relation (II) avec Vy = ulj, et
@ > 0. On fixe une matrice orthogonale P de sorte que A = PDPT o1 D est
une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les valeurs propres
A1,...,A, de A, ordonnées par ordre croissant. On note ey,..., e, les vecteurs
propres correspondants.

Soit ke Net ¢ €{],...,n} quelconques.

16) Montrer que V. est symétrique réelle définie positive de mémes vecteurs
propres ey, ..., e, que Adont on notera Ag,..., A , les valeurs propres
correspondantes. Trouver une relation entre Ay ¢ et Ao .



17) Montrer que
2k+l

1k+1,z—\/ﬂ_é: (ﬂ—\//l_f)
Aesre+ Ve \p+vAe

18) Déterminer la limite de la suite (Vi) gen.

E. Stabilité

On considere la suite (Vi) ren définie par la relation (II) avec Vp = V/A. Soit
e>0eti,jdeuxindices distincts de {1,...,n}. On note Cy, ..., C,, les colonnes de
la matrice orthogonale P définie dans la partie précédente et on pose A = €C; C].T.

Soit T/B =V + A. La matrice V; est calculée par la relation (II) a partir de T/B
et on pose A} = V] — V. Ensuite V5 est calculé a partir de V; par la relation (II),
puis V3, V,... de la méme maniere.

19) Montrer les relations suivantes :

{(VO +A) =V - vtAys!
—1 -1 -1
A =3 (A-Vy AV TA).

20) Déterminer la valeur de n € R telle que pour tout k € N,
T/\k =VA+ nk A.

21) On appelle conditionnement de A le rapport entre sa plus grande valeur
propre et sa plus petite. Que doit vérifier le conditionnement de A pour

que la suite (V) x>0 converge ?

FIN DU PROBLEME



